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IX. ASZIMMETRIKUS PORGETTYUK ENERGIASZINTJEI

Altalanos aszimmetrikus porgettyii esetén (Ic > I, > I, #0 < A>B > C)
a W, sajatfiiggvények a jol ismert szimmetrikus porgettyli hullamfiiggvé-

nyek, a [JKM ) bazisfiiggvények, linearkombinécioiként frhatok fel:

Yim (4,0, )= iCiN\JKW (1)

Az (1) egyenletben 7 csupan egy inc;e_x J(nem kvantumszam), mely —J-

tél +J-ig fut, az energiaszintek matematikai kifejezésében nem szerepel,
csupan a megoldasokat szamozza, mégpedig ugy, hogy 7=-J a
legalacsonyabb energiaji, mig 7=+J a legmagasabb energidju
megoldasfiiggvény. A C™ keverési koefficiensek adott JzM mellett

tulajdonképpen az aszimmetrikus porgettyli forgdsi Hamilton-matrixdnak
sajatvektor komponensei a szimmetrikus porgettyli sajatvektorainak
bazisan.

Az (1) egyenletet a merev rotator energiaszintjeire vonatkozd Schrodin-

ger-egyenletbe beirva kapjuk, hogy
> Ce™Hg|[IJKM)=EY Cx™M[IKM), (2)
K K

ahol a Hy forgasi Hamilton operator alakja nyilvanvaloan
0%

= + =AJ2+BJ?+CJ2. 3
: 2Iaa 2|bb 2I(:c : ° ¢ ()

A (1)-(2) egyenletekben a J és M szerinti 6sszegzés felesleges, hiszen azok
az aszimmetrikus porgettyiikre is j6 kvantumszamok (a K nem az). Szoroz-
zuk meg a kifejezést balrol <JK’M ‘—mel ¢s integraljunk. Azt talaljuk, hogy
az energidk a kovetkezd (2J + 1)x(2J + 1)-szeres szekularis determinansbol
szdrmaztathatok:

‘HPJ<'¥I<_E5K’K‘:O ) (4)
ahol
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Hiw =(JIKM|Hg|IKM) , (5a)
¢€s nyilvan
V.4 2w 2
H% = [sinod6 [ dg [dr¥emHe Pou - (5b)
0 0 0

A matrixelemek megadasa (az integralok analitikusan szadmithatok!) és
a megfeleld sajatérték-problémak megoldasa eldtt tegylink egy kis kitérét a

szimmetria €s a csoportelmélet teriiletére.

A Hg forgasi Hamilton-operator azzal a fontos szimmetriatulajdonsag-
gal rendelkezik, hogy az a, b és ¢ tengelyek kortili 180°-os forgatas (6ssze-
sen harom szimmetriamiivelet) a Hamilton-operatort valtozatlanul hagyja
(az operator, H, = AJ2 +BJ?2 +CJ?2, kvadratikus alakja miatt; masképpen:
ellipszoid szimmetridja van). Azaz barmelyik aszimmetrikus porgettyti a D,
csoportba tartozik, amit szokas német szoval Vierergruppe-nek (V) is ne-
vezni. A csoportmiveleteket ¢és a karaktereket az aldbbi téblazat

tartalmazza:

A Dy(V) csoport csoportkarakterei

Csoportmiiveletek
Szimmetria jelolés E C,(c) Cy(b) C,(a)
A A 1 1 1 1
B, B. 1 1 ~1 —1
B, By 1 -1 1 -1
B; Ba 1 -1 —1 1

Az elsd oszlop tartalmazza a hagyomanyos csoportelméleti jeloléseket. A ma-
sodik oszlop a B indexeként azt a tengelyt tiinteti fel, amely koriil a forgatas
torténik.
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A kovetkezoékben meg kivanjuk vizsgalni, hogyan transzformélédik a

‘JKM > hullamfiiggvény a D,(V) csoport szimmetriamiiveletei hatéasara.
Elétte azonban vegyiik észre, hogy ‘JKM > a testcentralt, all6 xyz koordina-

tarendszer altal meghatarozott, mig a csoportmiiveletek az a, b és ¢ forgd
tehetetlenségi fétengelyek altal meghatarozottak. Harom lehetséges moddja
van az Xyz ¢és abc tengelyek egymassal torténd  kolcsonds
megfeleltetésének.  Nyujtott  (kozel-prolat,  near-prolate)  tipust
aszimmetrikus porgettylik esetén az I, mig lapitott (kozel-oblat, near-
oblate) tipust aszimmetrikus porgettytik esetén a III reprezentaciot szokas
alkalmazni, annak megfeleléen, hogy a y// hanyados a lehetd legkisebb
legyen. A Il-es reprezentacidt nagyon aszimmetrikus (x = 0) molekuldkra

alkalmazzuk.

Az abc tehetetlenségi fotengelyek és a testcentralt xyz
koordinatak lehetséges megfeleltetései

Testcentralt Reprezentacio

koordinatak I (prolat) IT (koztes) III (oblat)
X b C a
y C a b
z a b C

Ezt a jel6lésmodot King, Hainer és Cross vezette be: J. Chem. Phys. 11, 27
(1943).
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Ha a reprezentacio kérdése eldontetett, akkor a szimmetriamiiveletek-
nek az Euler-szogekre valo hatasat kell megvizsgalni. A miiveletek hatasat

a kovetkez6 tablazat foglalja 6ssze:

Csoport- Descartes koordinata Euler-szog transzformacio
mivelet transzformacio
E X — X p—> ¢
y—>y 0— 6
Z1>12 r—x
Ca(2) X = —X o— ¢
y— -y 00— 0
L—>1Z Yoty
Ca(y) X — —X po>mTt+ P
y—>y 0—>n—60
Z—>-2 yoOn—y
C,(X) X — X p—>n+ P
y—>-y O0—>n—-0
Z—> -2 =y

Tehat a kovetkez6t irhatjuk fel az ismert
Ao (0) =y _yy(8), exp(iKm)=(-1)¢ és

23 +17"% . 2341772
\JKM>:[W} Dk (¢.6, )= (=D" K{ - } Doy« (4,0, %)

azonossagok segitségevel:

1/2
Cz(z)\JKM>=[2;”J;1} exp(iM@)dy (@) expliK (7 + x)] = (1) | IKM )

q1/2

C,(y)| IKM ) = 28‘]7;1 expliM (6 + ) d . (7~ O) expliK (7 - )] =
2311w M < _
S| 2 DY expliMg)-D) M b (O)-DF expl-iKy) =

= (-’ ]I -KM)
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1/2
C,(X)| KM ) = [2;7; 1} expliM (¢ + )] (7 - B) expliK ()] =

1/2
) [2;,:2 1} (D" expiM@)-1)" " diy i (O)exp(-iKz) =

=(-)7'|J-KM)
A fenti harom egyenlet azt sugallja, hogy a [JKM) fiiggvények helyett

hasznaljunk egy szimmetria-adaptalt ‘J + KM > bazist. K # 0 esetén tehat az

0j bazis
\JKMs>=%ﬂJKM>+(—1)S\J —KM)] | (6)
ahol s értéke 0 és 1 lehet, mig K = 0-ra az j bazis
|JOMSs) = (=1)°[JOM ) =[JOM) , (7)

ahol csak az s = 0 valasztas elképzelheto.

Ekkor tehat a D,(V) csoport négy szimmetriamiiveletére

E|JKMs) =| JKMs) , (8a)
C,(2)] JKMs) = (-1)*|IKMs) , (8b)
C, (y)|IKMs) = (=1)” " **| JKMs) , (8c)
C, (X)| JKMs) = (—1)7**| JKMs) . (8d)

Azaz a (2J + 1)x(2J + 1) szekularis determinans négy blokkra esik szét.

A sajatértekek és a sajatvektorok a D,(V) csoport egy-egy irreducibilis

crer

Szekularis Szimmetria jelolés
determinans K S Jparos Jparatian
E péros 0 A B,
E paros 1 B, A
o} pératlan 0 By By
O paratlan 1 By By
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Ennyi kitérd utdn most mar elkezdhetjiik az egyes blokkok matrixele-
meinek szamitasat. Emlékezziink arra, hogy a molekulacentralt forgd koor-
dinatarendszerben a J-re vonatkozé kommutacios 0Osszefliggések
anomalisak. A kordbban tanultak alapjan azt irhatjuk, hogy

(JKM |J,]IK ilM>:%[J(J +)-K(K£D]"?, (92)
(JKM |3, |IK ilM>=$%[J(J +)-KK D],  (9b)
(JKM|J,[IKM)=K . (9c)

Mitrixszorzasi szabalyok, mint pl.

(IKM[IZ[IKM ) =3 (IKM [3,[IK'M YIK'M [J,|JKM)  (10)

"

segitségével lehet a szlikséges matrixelemeket kiszdmitani. A diagondlis
matrixelemekre a kovetkezot kapjuk:
(JKM [32]IKM ) =(JKM|I2[JKM) = L[3 (3 +1)-K?],  (11a)
(JIKM|J7|IKM)=K?, (11b)
mig a nem-diagonalis elemekre:
(JIKM[IZ[IK£2M)=—(IKM [J}[IK+2M ) = (1o
C
=1IQ+D)-KEK£D]?[IQ +D)— (K £1)(K £2)]"*

Vizsgéljuk a kapott eredményt a kozel prolat szimmetrikus porgettyti
esetre, melybe a molekulak tobbsége tartozik. Eredményeink:

HA =1(B+C)[J(J +1)— K’ |+ AK? (122)M

— 2

Hk o =2 (B-CO)IA +D-KK £D]?[II +D) (K £1)(K £2)]"*| (12b)M

Tehat csak a paros illetve paratlan K szintek hatnak kdlcson egymassal.

Az igy megadott matrixot kell diagonalizalni ahhoz, hogy megkapjuk
az aszimmetrikus porgettyli energiaszintjeit (sajatértékek) és a keverési
koefficienseket (sajatvektorok). Természetesen az egész feladatot el lehetett
volna végezni a lapitott szimmetrikus porgettyli sajatfiiggvényeit mint
bazisfiiggvényeket felhasznélva is.
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TamLE 4-2, SYMMETRY PROPERTIES OF ASYMMETRIC-TOP Wave Funcrions

Behavior with 180° rotation

gnation about prineipal axes
Cross, Hainer, L ' b ¢
and King D:nmf:n (least n:ument} (intermedidte | greatest
K., K, moment) moment)
e e + + + + +
e o - + —_ -
0 0 - - - S -
o e + - - - +
TasLE 4-3. SBELEcTION RULES ror AsymmeTrICc ToPS
In all eases AJ = 0, +1.
Allowed transitions
Axes parallel to
dipole moment Cross, Hainer, .
and King Dennison
a (least) &g +—— gg -t — =4
00 +— gg —— A — + —
b (intermediate) eg —— 00 +F— -
c{g.reamt.} E8 +—— pi + 4 — -
o0 +—+ go —_———t —
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E(A,B,C) szamitasa Kis J értékekre

Jelolje aszimmetrikus porgettyii esetén az energiaszinteket Jy , ahol
K, ‘K‘ érteke, melyet az aszimmetrikus porgettyli a nyujtott (prolat, A> B
= C) hataresetben venne fel, mig K; a ‘K‘ értéke a lapitott (oblat, A =B >
C) hataresetben. K | értéke J és 0 kozott valtozik, mig K, értéke 0 és J
kozott. Azaz a lehetséges energiaszintek: Jjo, Jj1, Ji1 Ji1p, stb. Az
energiaszinteket egy 7 indexszel is jelolhetjiik (J,), ahol 7=K_, -K,, és 7
+J-t6l —J-1ig egységenként valtozik, ahogy az energia csokken.
Megjegyzendd, hogy K | az a tengely koriili forgatdshoz, mig K, a C
tengely koriili forgatashoz kapcsolodik. Ekkor a D,(V) csoport szerinti
jelolések megfeleltethetok a K 1K, par szerinti (paros, paratlan) paritasnak:

A ee
B. <> oe
By, <> 00
B, <> eo
Prolat szimmetrikus porgetty(i esetén exp(£iK_, y) az a koriili forgatas,
tehat szimmetrikus a hullamfliggvény, ha K ; paros, €és antiszimmetrikus a
hullamfiiggvény, ha K_; paratlan.

Aszimmetrikus porgettyli hullamfiiggvényének szimmetria
tulajdonsagai (a szimmetria viselkedés a fétengely koriili 180°-o0s
forgatasra):

K, K/ a (legkisebb b (kézepes mom.) ¢ (legnagyobb mom.)
mom.)

€ e + +

€ 0 — —

0 0 — + —

o e - _ n

(A b tengely koriili szimmetria a K | + K; 0sszeg paritasabol hatarozhatd
meg.)
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J=0

Csupan egyetlen szint lehetséges, 0y (tehdt ee <> A a szimmetria),
melynek energidja a (12a) képlet alapjan természetesen nulla.

J=1

Hérom szint (2J + 1 = 3) lehetséges, 1o, 111 és 1o;. A hipotetikus 1¢
szint (ee <> A) A szimmetriaji, az E szekularis determinans blokkbdl jon,
mely nem elképzelhetd K= 0 és s = 1-re.

Az szimmetrigja (0€ <> B;) B, ennek megfeleléen a 1x1-es O
blokkbdl szamithaté az alabbi moédon (‘ JKMS> a hullamfiiggvény):

b

(1IMO|Hg[1IM0)-E =0

amibdl a (12a) és (12b) egyenletek felhasznéalasaval kozvetleniil adodik,
hogy
1 1
E(AB,C)=—[1IM |+(I-1IM |[H; —=
( ) \/§[< ‘ < H R \/§[<

%{[%(B+C)+ Al+[L(B+C)+A]+2L(B-C)}=A+B

LM |+(1-1M]=

Az szimmetridja (00 <> By) By, ennek megfelelden a 1x1-es O
blokkbdl szamithat6 az alabbi mddon:

(IIM1|Hg[1IM1)-E =0

b

melynek megoldésa

E(A,B,C):%KIIM\—<I—IMHH (1M |- (1-1m]=

1
"V2
%{[%(B+C)+ Al+[L(B+C)+A]-21(B-C)}= A+C

Az szimmetrigja (€0 <> B,) Ba, ennek megfeleléen a 1x1-es E
blokkbdl szamithatd az alabbi modon:

(I0MO[Hg|10M0)-E =0

b

melynek megoldasa
E(A,B,C)=B+C .
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A sajatértékeket az un. Wang-transzformécid segitségével is ki lehet
szamitani, most ez kovetkezzen.

A 3x3-as Hamilton-matrix (az oblat szimmetrikus porgettyli bazisan):

K 1) 0) [+1)
(1] 20+ 3 0 2y

(0] 0 2a 0

(+1| 2y 0 2a+

A megadott matrix felépitése és tulajdonsagai:
(a) A kordbban megismert definicioknak megfeleléen o =1(A+B),
p=C—-1(A+B) és y=4(A-B).
(b) A diagonalison kiviili elemek olyan bazisallapotokat kotnek Ossze,
melyek K-ban 2-vel kiilénboznek.
(¢) A matrix szimmetrikus mindkét diagonalisra, hiszen a bazisvektorok
degeneraltak +K-ra. Ebbdl az kovetkezik, hogy transzformacioval
attérhetiink egy 1j reprezentacidéra, melyben az 1j bazisfiiggvények

Lﬂ J + K> i‘J = K>} alaktak. Ezt a transzformaciot az un. U; Wang-

V2

matrix segitségével végezhetjiik el:

-1 0 0 01

0 -1 0 1 0
szi 0 0 2 00
V2 0 1 0 10
1 0 0 01

Uj-re fennall, hogy (a) (2J +1)x(2J +1) dimenzioés; (b) U, =U;'; és
(c) a faktorizalt H=U ;HU; matrix négy blokkra bomlik, melyek rendje
nagyjabol = 4, J .
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J = 1-re a Wang-transzformalt H = U, HU, métrix:

2+ -2y 0 0
0 2a 0
0 0 2a+p+2y

Azaz J = 1-re harom megoldast kaptunk:
A+B, A+C, B+C.

Masképpen,
E(l,,)=A+B,
E(,,)=A+C,
E(l,)=B+C,

ahol a jelolés Jy i , s Ky —J-t6l 0-ig, mig K 0-tol +J-ig fut.

Mas hasznos jeldlés: J_, ahol 7 =K, — K, igy a fenti allapotok jele 1,

Iy és 1_; (ebben az esetben az allapotok energidja monoton csokken, ha 7
+J-t61 —J-1g fut).
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J=2

Ot szint (2d + 1 =5) lehetséges, 259, 221, 211, 212 €S 202. A 251, 211 €s 21,
szintek a B,, Bp €és B. egy-dimenzids reprezentacidkhoz tartoznak, igy
konnyen szamithatok. Azonban a 2,y és 2, szintek mindketten A szimmet-
ridjuak (ee <> A), azaz a kovetkezd 2x2-es E' szekularis determinans meg-
oldasai:

(20MO|Hg|20M0)—E  (20MO0|H|22M0)
(22MO|H&|20M0)  (22MO|Hg|22M0)-E

A gyokoket példaul szamitogépes algebrai programmal lehet

viszonylag konnyedén eldallitani.

Magasabb J-kre is el lehet a szamitast végezni (analitikusan természete-
sen maximum a 4x4-es blokkok kezelhetok). A szintek besoroldsanal meg-

jegyzendd, hogy két szint bizonyithatoan soha nem keresztezheti egymast.
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J=3
A J =3 Hy matrix (7x 7 -es) szimmetrikus porgettyii reprezentacioban:

d; A3

d A2
2'1 3 d 1 2.1 1
Ao do Aoz
A d; A3
A d

A Wang-transzformalt matrix:

ds A3
d
A d, — A
Aoz do \/52,20
Ani do + A A3
V24, d;
Zy ds
Paros ¢és paratlan K blokkok szeparaldsa utan:
d
ds A3
A3 di — A
do V22,
V225, d;

d, + An Ay

2'13 ds
Eredmény: tipikus faktorizacido 4 blokkra. Roviditések: dx = dx =
ad(J+1)+ K2, Ay, =~60y; Ay =~120y; és A, =~144y. A linedris

egyenlet egyszeriien megoldhatd, csakugy mint a 3 kvadratikus egyenlet.
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TABLE 6.5 Asymmetric Top Energy Levels for J < 3

Energy
- Level® E(A,B,C) Symmetry
O O A
' llI‘J A+ B Bc
11 A+C . . . - Bh
2% 2A+2B+2C+2[(B-C)2+(A-C)(A-B)]t A4
20 4A+ B+ C B,
2u A+4B+C By
21 A+ B+4C B,

20 2A+2B+2C-2[(B-O)+(A-C)A-B)]t A

33 S5A+5B+2C+2[4A-B)2+(A-C)B-O))t
333 5A+2B+5C+24A—-C)* —(A-BNB-0O))t
35 2A+5B+5C+2[4B—-C)?+(A-B)(A-0O)]}
3 4A+4B+4C

312 SA+5B+2C-2(4(A-B)2+(A-C)(B-0))t
313 5A+2B+5C-2[4A-C)? —(A-B)(B-O))}
33 2A+5B+5C-2[4B-C)2+(A-B)(A-0))t

B o

4]

W W W

-]

L.

® J g (prolaie) i ( oblate)
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Ray mutatta meg elséként (1932-ben), hogy elényds az un. Ray-féle
aszimmetria paraméter, x, bevezetése:
2B-A-C
K=—"7-—7—.
A-C
Konnyen belathatd, hogy nyujtott szimmetrikus porgettytire (B = C) illetve
lapitott szimmetrikus porgettylire (A = B) —1 és +1 kozott valtozik x, mig
B=5(A+C) esetén x = 0, azaz az energiaszintek szimmetrikusan helyez-
kednek el atlagértékiik (a kozépso szint) koriil.

Ke
Ka,
T 303 -
¥ 0 "4
E 220 o E
o ___._-——--—'“""1 =
g 2 254 244 2
° 212 2 B
o 202
0 -
1
1 10 |4
0 ~ 1
101 144
0
0 20 0
L
-1 0 +1
K

FIGURE6.9 Energy levels of an asymmetrictop as a function of the asymmetry parameter &,
calculated for A = 5 and C = 3. '
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Tovabbi megjegyzések:

1)A HY 'k matrixelemek szamitasahoz hasznaljuk fel a-t:

2A-B-C= (Azcj(s— K)

B-C= (A2C)(1+K)

Ekkor

Hff?K :(A;C)H@?K(’C)JF@/,K B+CJ(J +1)
A végeredmény:

%:Fw AL )+ B+CJ(J +1),

ahol ¢, (k) a radik sajatértéke a

He'k () = (3= 1)y (K +

1+/(

S kNI +D)—K'(K'+ DI+ - (K" +1)(K'+2)]+

”—KéK,Kf_N[Ju )-K(K DA +1) = (K~ 1K' -2)]

matrixnak.

2.) Az energiaszintek x-fiiggése (6.9 abra):
k(A-C)=2B-A-C = B= "(A_C;’L ATC s igy

A+C+xk(A-C) _(A-C) _

110: A+B=A+

+ (3A+ C) lineéris fiiggés,
A=5¢ésC=3esetén x+9, azaz 8 és 10 kozott valtozik.

1;;: A+ C =28, konstans.

A+C +K(A—C) (A- C)

loi: B+C=C+ 2 (3C + A) linedris fiiggés.

saszar
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Kivalasztasi szabalyok tobbatomos
molekulak forgasi atmeneteire

Az atmeneti dipolusmomentum matrix elemeinek altalanos definicigja:

R™ = [y, fiy,dr (1)

ahol = Zqiri = Z(—e)ri +ZZaera a dip6lusmomentum operator (az

1 [21

Osszegzés mind a magokra (), mind az elektronokra (i) vonatkozik).

Tisztan forgasi d&tmenetekre

l//m = l//rot,m (¢’ 97 Z)l//vib (Qa ¢9 99 Z)l//e (re ; Qa ¢= 09 Z) ’ (23)
l//n = l//rot,n (¢’ 09 z)l/jvib (Qa ¢a H, Z)l//e (re 9Q= ¢9 95 Z) . (2b)

Igy az atmeneti dipolusmomentum matrix elemei
an = JV/rot,n _[ Vyib I l//e/&l//ed z-el//vibd(l lr//rot,md Trot » (3)

ahol a kozépen 1€vé integral a 1y, elektronallapotra jellemzd allando
dipélusmomentum vektor (a dipélusmomentum operator varhato értéke).
Minthogy vy és p is fligg a magkoordinataktol, igy a p dipolusmomentum
vektor fligg a magkonfiguraciotol. Egyenletiinket tovabbirva

R™ = (1 i (QRQW 1, (QQYy 1 7 @)

ahol a szogletes zarojelen beliil 1€vo integral a rezgésekre atlagolt allando

dipdlusmomentum az adott elektronallapotban:
n(@.0, 1) = pen(4,0, %) ()
ahol 14 a molekularis dipélusmomentum nagysaga €és n(¢,6, y) a p iranya-

ba mutato, az Euler-szogektdl fliggd egységvektor. Tehat az eredmény:

2

T 27
R™ = 44, [sin @16 [ dg [ Ay on (0, 0B, 0, )W 1 (8,0, ) - (6)
0 0 0
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A (6) kifejezés azt jelenti, hogy R"™ =0, amennyiben a molekula nem
rendelkezik 4allandé dipolusmomentummal. Azaz ebben az esetben a

(merev) molekulanak nincs tiszta mikrohullamu (forgasi) spektruma!

A kiilonboz6 forgasi tipusokra vonatkozo kivalasztasi szabalyokat a (6)

kifejezésben n-re vonatkozo integral vizsgalataval kaphatjuk meg.

Kivalasztasi szabalyok osszefoglalasa

Tipus n J K M

Lineéris® Uy =0 AJ=+1 (@) AM = 0.£1
Gombi fy #0° AJ=0,%1 AK =0 AM = 0,£1
Szimmetrikus Ly #0 AJ=0,*+1 AK=0° AM = 0,%1
Aszimmetrikus Uy #0 AJ=0,+1 (d) AM = 0,£1

% Linearis porgettylikre sem n(¢,0, y), sem y;, nem fiigg y-tol.
® Merev gdmbi porgettylik nem rendelkeznek allando dipolusmomentummal.

¢ Szimmetrikus porgettylikre a AK =0 megszoritas abbol adodik, hogy a
dipdlusmomentum irdnya egybeesik a fOtengely irdnyéval, azaz belathato,
hogy n(¢,0, y) = (sin@sin ¢,sin @ cos §,cos ).

d Minthogy aszimmetrikus porgettyiikre K nem megfelelé kvantumszam, igy
K értékére nem is adhaté meg megszoritas.
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Bizonyitas kétatomos molekulékra:

Kétatomos rezgd-forgd molekuldkra a p molekulacentralt dipolus-
momentum vektor iranya szimmetria okokbol a molekulatengellyel esik
egybe:

n=lpy +juy +2p;
azaz
pn=iu(R)sinfcosg+ ju(R)sindsing+z u(R)cosb .

Ekkor az R™ integral alakja

27 7w oo

I Hl//:ylmuRz sinddRd&dg .

000
A magmozgésokat leir6 hullamfliggvényre hasznéljuk a kovetkezd
Osszefiiggést:

S,(9)
R

YN = WVvinViot = YJM 0,9)

Kissé mas alakba irva az integralt:

2r

IS (S, (q),u(R)dejY [ T1sm6’cos¢+Js1n<9s1n¢+kcos<9)sm¢9d6d¢

Harom sz0g szerinti integralunk van (i, j €¢s k komponensek), ezek
koziil az utolso

2rr

”[Y M ] Y "cosOsinAdAdg .

A ¢ szerinti integral (ld. a H-atom szokasos targyalasat)

1 2 1 2
— [ exp(-iM ‘@) exp(iMg)dg = —— [expli(M —M"gHg = Sy '
2 0 2 0

azaz eltlinik, kivéve ha M =M’ (azaz AM =0).

A 6 szerinti integral kiszamitasa asszocidlt Legendre-polinomok igény-
bevételét igényli:

M PJ‘TI (cos®) +

cosd PJ‘m‘ (cosf) = —_—
(2J +1) (2J +1)
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Az asszocialt Legendre-polinomok ortogonalitésa,

v

_[[P\]r,n(cose)]‘ PJ‘m‘ (cos@)sinfdda = 2 033 =0,kivéve ha J =J",

) 2J+1 &
azt jelenti, hogy a levezetett kivalasztasi szabaly AJ ==+1. Az i-t és j-t
magaban foglald integralok kiszamitasanal a kivalasztasi szabalyok a
AM = %1 esettel boviilnek.

Tekintsiik a dipolusmomentumot a molekulacentralt koordinatarend-

szerben: = (,, My, M) . Az aszimmetrikus porgettyll J, forgasi alla-

potabol kiindulo atmenetek észlelhetdk, ha

7} AK; = AK, AK: = AKp
M, #0  atipusu atmenet AK, =0,£2,44,... AK, =1,13,15,...
vagy 4, #0 Dbtipust &tmenet  AK, =1,+3,£5,... AK, =1,+3,%5,...
vagy u.#0 Ctipust atmenet AK, =1,£3,%5,... AK, =0,£2,%4,...

Ha a molekula kozel-nyujtott (near-prolate) porgettyti (B = C), ugy a
AK,; = 0,1 atmeneteknek lesz a legnagyobb az intenzitdsa, melyeket a
AK; =12,13,... atmenetek kovetnek. Ha a molekula kozel-lapitott (near-
oblate) porgettyii (B~ A), tgy a AK,=0,=1 atmeneteknek lesz a legna-

gyobb az intenzitdsa, melyeket a AK, = +2,%3,... &tmenetek kdvetnek.

A AJ =-1, 0 és +1 atmeneteket P-, Q- és R-savoknak szokas nevezni,
bar ezek a vonalak atfednek, dsszekeverednek az alacsony és magas J érté-
kekre, €s tiszta forgasi szinkép esetén nem adnak sav szerkezetet, mint az

infravords szinkép esetében.
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‘Centrifugélis torzulz’ls|

Az egyszerliség kedveert el0szor tekintsiink egy egyszerii egy-dimen-
zi0s esetet a centrifugalis torzulas kvalitativ megértésére, azaz a molekula
forogjon egy tengely koriil. Klasszikusan a molekula forgasi energiaja
1
- J?

21

ahol | az (aszimmetrikus) porgettyli tehetetlenségi nyomatéka és J a forgasi

Wi ,
impulzusmomentum. Tételezziik fel, hogy a tehetetlenségi nyomaték az
egyetlen R (nyujtasi) koordinatatol fiigg (1 = ,uRz). A centrifugalis erd,

mely R novekedését eredményezi,
= % — 1 J? aasm
"7 dR 2" drR
Minthogy a centrifugalis erd R-t kis AR-rel megvaltoztatja (AR=R-R,),

igy visszatéritd erd 1ép fel. Harmonikus kozelitésben

W, = 1 AR? ,
2
ahol k eréalland¢ jellegli mennyiség. Az egyenstlyi mag-mag tavolsagnal
dwW
Fe +F, =0, vagy maskeppen — Wr _ —
d(AR) d(AR)
Tehat
2
AR :_lJ_d(l/ 1)
2k dR

Igy a forgasi energia valtozasa

4 2
4 k| dR
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Tovabba azt is figyelembe kell venniink, hogy a AR kitérités hatdsara a
potencidlis energia is valtozik, tovabbra is harmonikus potencialt

feltételezve

4 2
AW, = Lkary? :1‘]—[0'(1/ ')} :
2 8 k| dR
Tehat a teljes energia valtozas, AWy + AW, a kovetkezo egyszerli alakot
olti:

4 2
AW :_lJ_[M} _
8 k drR

Azaz azt latjuk, hogy a centrifugalis torzulds mindig csokkenti az ener-
giat, mégpedig az impulzusmomentum negyedik hatvanyaval és az inverz

molekularis eréallandoval aranyosan.

Altalanos esetben a forgas mind a harom tehetetlenségi fotengely koriil
torténik, és Wilson €s Howard (1936) nyoman az energiavaltozas a kovet-
kezd alakban irhato fel:

1
AW =2 ;;aﬂwJaJﬁJyJa ;
ofy
ahol a 7,,,s molekularis allandé (centrifugalis torzulasi allando) alakja
1 éuaﬂ 8”;/5 -1
T ps=——) ————(K )i,
e 2; 0R, R, Ky
ahol p,pés p,saz egy-dimenzios eset 1/1 tényezdjének felelnek meg:
1/1,, 0 0
p=| 0 1/1, 0 |,
0 0 1/1,
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mig az erdallandokat a

Zku .

kifejezés definialja.
A molekuléris potencidlnak ez a harmonikus kozelitése meglehetdsen
jol mikodik —alacsony energidknal— a centrifugalis torzulds targyalésara.

Az R; koordinatakat normalkoordinataknak valasztva

auaﬂ au;/é' 1
e Z 0 0 arvt

Szerencsére a 81 lehetséges 7,,,; molekulaallandd zome zérus, sét, a

nemzérus elemek kozott rendkiviil nagyszamt szimmetria 0sszefiiggés all
fenn. Haromatomos aszimmetrikus molekulakra (pl. H,O) a fliggetlen

allandok szama mindOssze ot, linearis molekuldkra pedig még ennél is

kevesebb.

Nyujtott szimmetrikus porgettyli példaja:

h%: B, JJ+1)—(A, -B,)K?*-D,J?J+1)> =D, J(J +DK? -DK*

CF;CCH = 2877.95 MHz

B,
D, = 0.00024 MHz
D, = 0.0063 MHz

A D ; tag a vonalakat alacsonyabb frekvencidk felé tolja el, az eltolas
novekszik J novekedésével. A D, tag a term értékeket felbontja,

mindegyik |K| mas értékéhez tartozik. Nehezebb molekulédkra a D j tagoly

kicsi, hogy alacsony J értékekre a felbontés kisérletileg nem észlelhetd.
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PHYSICAL REVIEW A VOLUME 5, NUMBER 2 " FEBRUARY 1972

Frank C.

Submillimeter Microwave Spectrum of H, '°Q t
De Lucia, Paul Helminger, Robert L. Cook, * and Walter Gordy

Department of Physics, Duke University, Durham, North Carolina 271706

" (Recelved 7 Oclober 1971)

The absorption spectrum of water vapor, in acaition to giving information about the stiue-
ture and propertica of the water molecule, is of practical importance because of the elfeels of
water vapor on the propagation of eleclromagnetic radiation, However, precise measurements
of only 6 ground-vibrational-state transitions of H,'*O have been reported In the microwave re-
gion. We report the measurement of nine new rotational transitions of H3"0O and the remea-
surement to higher accuracy of the (our previously known submillimeter lines, The frequen-
cies of the newly observed Lransitions are (in Me/sec) 10y g =9y 6, 321225.644; Ty 36,

437346, 667; 6,
474689, 127; 6y,

3~ 8y,0, 439150, 812; 75, 6; ,, 443 018,295; 6,255 ,, 470 888.947; Sy,3=44,0,
4=T,1, 488491.133; 5, =4, ,, 620700,807; and 2,123, 752033227,

These transitions have been measured with a submillimeler-wave spectrometer which em-
ploys a klysiron-driven cry$tal harmonie generator and a 1.6 °K InSb photoconducting detector,

With this work,

the lines eontributing the majur portion of the atmospheric absorption of water

vapor in the region up to B00 Ce/sec have been precisely measured.

: L eXPausio
obsonre selechou ruled Jd"d" ¢ eLp a
TABLE/l. Obaserved r:'i‘lcrownva rotational tranaitions =X, + IC}"’+JC}"$'K:,‘"¢ )c‘lun : )
of H,y""O (Mc/secl. :
—= G=2(®+ €)Pre (@ i@+ €)) (P} -b,PY), (2)
Observed Predicted “W " S 8 . P .
Transition {requency [requency* Ref * Ke'==a,P' et PPP} - arP, q\u.l“hc cu;.hn(r.d,ﬂor'l
61,0~ 52, 22235.07985  22235.351  o.q =20, PEPL- 6 (PPLPIPY), (3) (_5_'>
3a=2, 183310, 117 183309, 088 ot
10, —94¢ 321225, 644 321177, 800 g
Sy5—d22 325 152.919 325 152. 564 hg
4y,0= 3 380 187,372 380197, 937 hg
Tgy=—6ee  437346.667 37349009 ¢ K =H P H PPy, PPPSCHLPY ke CO
6L3=5s4 439150, 812 439 148. 422 g b
Tra=8, 443 018, 295 443015, 802 & + 21, PP ok,  PYPPY, PEP Y ('?)
43,33y, 448001.075 447998.370 b g :
641544 470888, 947 470891, 452 z +he(PPEPERY, )
553 =440 474 689,127 474 692. 604 g R :
6(—T;  488481.133 488490803 ¢ XM= Lyg PP Lo, PPP A LP,
1,01y, 556 936. 002 556934, 048 Lg M
Sy1—44, 620 700. 807 620693, 613 € +ix(P P+ PIPY, (5)
2,1—20, 752 033,227 752035, 445 g XS PyP IO p (PP PIP)Y) 6)
TABLE Il Rotational and distortion conatants of i
Hy'’0 (Me/sec).? §)5 U! tel
@ =835840,29+ 1, 00 \’n-a,m{oru«whon
®=435351,72+ 0,90
©=278138,70+ 0,90 (kmwicp’o( %{lw.naf)
ay = 37.594 10,049 B r==172,91310.34
Ay =073.29.0.19 by =15.210+0, 020 -
bx=41.0520,30
Hy =(1.56640.039) x10? Hep =(=4.21:1. 14 x 10t
Hgy =(=5,10£0,21) x10"! He =(3.733.0.015) x10°
hy =(7.80£0.18)x 10" hyr =(=2.52:0,22) x |0~
hp=(1.097 £ 0, 052) x 10°
Lyx=(-3.0640,93) x10" Liypxs=(1.03£0. 24) x10°?
L =(-2.34£0,15)x 10" Ig=(=1.354+0.20) x 10
Pr =1(5.2040.15) x10°% Pr=(3.852.1)x10°*

Csaszar A
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JOURNAL OF MOLECULAR SPECTROSCOPY 100, 182-192 (1983)

Effective Pade Hamiltonian Operator and Its Application for
Treatment of H,'°0 Rotational Spectrum in the Ground State .

A. V. BURENIN, T. M, FEVRAL'SKIKH. E. N. KARYAKIN,
0. L. POLYANSKY, AND S. M. SHAPIN

Institute of Applied Physics. Academy of Sciences of the USSR. Gorky. USSR

Both microwave and infrared data on frequencies of rotational transitions in the H;'*O ground
siate are fitted for the first time within the limits of expenmental emors. This fiting 15 based on
a representation of the effective rotational Hamiltonian operator in the form of a Pade operator,
New experimental data on Irequencies of miciowave transitions in the submillimeter wave region

are obtained.

TABLE 11

Experimental and Calculated Frequencies of Microwave Rotational Transitions

for H,*O in the Ground Swate

—

a é 4

!.?‘«-“’ﬁ;‘." Gha.Preq. (L) Cal.Preq.(l32) u]:“ - Jou '1::.1 - J“. ]nl - .:'”.
Jaie  atate Lpeladons) Jaartadeas? Kz iz £tz
m—

6,6 = 523 22 235.07985(5) 22 235.07985(5) L] - 14 136

Ny - 20 183 310.0906(15) 183 310.0906(15) ] 9 851

1059 - 935 321 :2!:64(34] J21 225.64(24) ] 2 410

S5 = 432 35 152,919(27) 325 152.914(2T) 5 - 14 153

44 = Iy 380 197.372(29) 380 197.376(25) 4 T

gy = Seg 47 146.67(20) 437 34b.20016) 310 - 71 760

5,4 = 550 439 150.812(53) 439 150.875(52) 6) - 29 918

152 - 6‘1 44) 018.20(271) 443 ©18.32(17) 20 - 72 330

4y " Iy 448 001.075(22) 448 001.079(22) 4 2% 13

642 = S5y 470 888.95(19) 470 888.67(18) 280 - 29 790

Sy = 440 T4 689.127(72) 474 689.034(70) 9) 17 260

b2q = Ta7 488 431.13(38) 488 491,32(26) 190 S 4%

8y - Tz 50 568.282( 100)° 503 568.280(78) 102 - 158 100

8z = Tqq 504 482.635(100)° 504 482.751(78) 16 - 158 000

o = o1 556 936.002(E3) 556 9)6.004(88) H - 442

592 = 44 620 700.93¢20)" €20 701.07(20) 120 21 080

3,y - 8gy 645 766.0100100)" 645 765.580(87) ©

5,2 = 8, 645 905.620(100)" 645 905.581(87) »

2,, = 25z 752 02).23(49) 752 033.10(31) 10 3 620

* The present paper.
B Ref. (16, 11) (see text).
¢ Ref. (17).

'!'ABLE o f

Quadratic Speciroscopic Constants for Hy'*O in the Ground State

Fresent work

Ref.(16,11)

Ret.(17)

a 835 839.89(32)
3 435 354.49(42)
¢ 278 133.34017)

835 B40.23(50)
435 1351.72(45)
278 138.70(45)

835 839.35(435)
435 346.71(210)
278 138.54(210)

Csaszar A



Rezgési-forgasi kolcsonhatas

A H,0O molekulara
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A, =27.4097 cm’’
al=0.750 cm™
al=-2941 cm’

al=1253cm’

A=A -Yatvi+l)
I
§v = BJe _ZaiB(Vl +%)
i
C, =C, _Zaic(vi +%)
i
B, =14.5895 cm'
al =0238cm’
a? =-0.160 cm™'

al =0.078 cm”

C. =9.5310 cm’
af =0202cm’
aS =0.139cm™

al =0.145cm
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