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V. CLEBSCH-GORDAN KOEFFICIENSEK
ES A 3-J SZIMBOLUMOK

A klasszikus mechanikéban egy kétkomponensii rendszer teljes j im-
pulzusmomentum vektora a J; és J, komponensek vektorosszege. A kvan-
tummechanikéban természetesen a megismert kommutacios szabalyokat
kell az eredd impulzusmomentum vektornak kielégitenie. A kvantum-
mechanikaban is fennall, hogy

=1+ (1)

Bizonyitas:
Vs di 1= Uie + oo diy + G2y |2 Ui diy [+ Uines sy 1+ Uiz iy - Unses oy 1=

Uiz + Yz =Y.
¢s hasonldan a tobbi komponensre, azaz j is impulzusmomentum vektor.

Az Osszetett (eredd) rendszert kétféle modon is vizsgalhatjuk annak
megfelelden, hogy egymassal kommutalé impulzusmomentum operatorok
két sorozataval is dolgozhatunk:

Csatolatlan (uncoupled) reprezentacio

Operatorok By dis iz Jas

Sajatallapot |j1m, ,jlmz) = J,f1m|>| Jamy)

Sajatrendszerek jﬂflmnfzmz) = j,(J, +I}|j|m1,j2m2>
Jie| vy, Jymy ) = my| jymy, jym, )

2l dimys amy) = jy (y + 1) jymy, jymy )

Jaz| Jimy, Jamy ) = my| jymy, jam, )

Csatolt (coupled) reprezentici6
Operétorok Jtdz it =G+ 1) 7. = i + s
Sajatallapot | J1Jadm) =y jy)jm) =| jm)
Sajatrendszerek it|jm)= j,(j, +1)| jm)

il m)= jy (jy +1)| jm)

i’ jm)= j(j +1)| jm)
J:|jm) = m jm)
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FIGURE 2.2 Vector model represeatation of the uncoupled state [fym;, fm;).
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FIGURE2.3 Alternative vector model representation of the uncoupled state |f, my, fms ).
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A két (csatolatlan és csatolt) reprezentdcid természetesen azonos €r-
tékii leirasat adja a kétkomponensii kvantummechanikai rendszernek. Az
ekvivalens reprezentaciokat az aldbbi unitér transzformaciod koti dssze:

‘]m> = ‘J1]2]m> = Zc(jljzj;mlm2m)‘ j1m17j2m2> (2)
my,my
vagy
‘j1m19j2m2> = ZC(jljzj;mlmzm)‘jm> (3)
j,m

Az unitér transzformacio elemei jelen esetben konvencid szerint valdésak
¢s Oket Clebsch—Gordan koefficienseknek nevezziik.
Formalisan a kovetkezo6t is irhatjuk:

C(JjyJ2 5 mmym) = <j1m1,j2m2 ‘]m> = <jm‘jlm1 ,j2m2> 4)
Az irodalomban azonban nem csak ez az elnevezés elterjedt, hivjak
ezeket a koefficienseket vektorcsatolasi (vector coupling), vektorosszeg-
z¢si1 (vector addition), illetve Wigner koefficienseknek is.
A ‘ jm> €s ‘ Jimy, j2m2> sajatfiiggvény rendszerek ortonormalitasa a
kovetkezd ortogonalitasi relacidkat eredményezi:

Z(jm|flmhfzmz)(flmpfzmz If'm') = 5;,;*5;”,_.”' &)
LU P

és
j,zm<jlml 7Jr2m2 |.lm)<1m|.]lm;’-]2m:?) = 5m|,mi 6&12 my (6)

TABLE 21 Matrix of Clebsch-Gordan Coefficients®

(34 30] (23] - (-2~ {(-3.0| (=31
4 43 (3444) 0 0
4 3) 0 (3,004 3) (2,14 3)
13 3) 0 (3.033)(2,133)
: 0 0 0o . 0 0 0
[3 -3) 0 (-2,~13 -3) (—3,0{3 -3) 0
|4 —3) 0 (~2,~14 -3} (=3,014 -3} 0
|4 —4) 0 0 0 (=3,~1]4 ~4)

“The (jym, j2mz |jm) symbol is abbreviated here as (m,, m; |jm). The case j; = I, a=
lis l}luSEaled. Ingeneral, Cisa (27, + 1)(2/2+ 1) x (2, +1)(2 /2 + 1) unitary {orthogonal)
matrix of (real) elements. Equations (2.8) and (2.9) express the relation CCT = I where
C"_ = C~'. Most of the elements vanish because the triangle condition m = m, + m; is not
med. By grouping elements with the same m value, C is put into block diagonal form, as
a .
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A kovetkezd fontos Osszefiiggések lathatok be, melyek meghataroz-
zak, hogy a Clebsh—Gordan koefficiensek koziil melyik lesz nem zérus:

m=m, +m,|, (7)

az un. haromszogfeltétel (nyilvan, mert a spinvetiiletek 6sszeadddnak),

Bizonyitas:

]m> = Zc(j1j2j§m1m2m)[j1z + jzz]jlml’j2m2> -

my ,myp

Z(ml + mz)C(j1j2j§m1mzm)‘j1m1,j2m2> =.
my,nmy
> mC(j o jsrisymym)| jym], jmsy)

’ !
my,ny

J:

Minthogy a ‘ Jimy, j2m2> fuggvények linearisan fliggetlenek, igy az
utobbi két kifejezeés osszes koefficiensének azonosnak kell lennie, azaz

(m —-m _mz) C(j1j2j§m1mzm) =0,

amibdl azonnal adodik, hogy C zérus, hacsak nem m = m, + m,.

valamint

‘j1+j2‘2j2‘j1_j2‘- (3

Bizonyités:
Tudjuk, hogy adott j-re —j;j<m<j; é m,, =j. Minthogy
m =m, +m,, barmely j-re m maximalis értéke m_, = j, +j,. Ez meg-
egyezik j maximalis értékével:
j max ] 1 + ] 2

kiilonben lenne olyan m érték, mely m,x-nal nagyobb.
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Lépdeljiink m értékein a maximumtol indulva lefelé:

e m=m_, = j +j,. Csatolt reprezentacio esetén csak egy allapot van:
‘ Jimax = J1 T JosMpy = J1 + j2>, €s ez csupan egyetlen nem-csatolt alla-
potnak felel meg: ‘jljl,j2j2>.
e m=m,, —1=j + j, —1. Csatolt reprezentacio esetén két allapot van:
‘jl +JasJi + ) —1> €s ‘jl +j,—Lj+J, —1>, ¢s ez a kovetkezd két nem-
csatolt allapotnak felel meg: ‘jlj1 —1,j2j2> €s ‘jljl,j2j2 —1>.

Azaz ha m értékét eggyel csokkentjiik, ugy a fellépd csatolt allapotok

egyike a j eggyel csokkentett értékéhez tartozik, és ennek az allapotnak is
maximalis az m értéke.

Az also6 hatart, j.,;i,-t, akkor érjiik el, amikor a fellépd csatolt allapotok
szdma (melyekbdl barmely j esetére 2j + 1 van) megegyezik a csatolatlan
allapotok teljes szamaval (melyekbdl (2 Ji+ 1)(2 Jy+ 1) van), azaz

S @j+1)= (2, +1)2), +1).

Jmin
Az egyenlet atirasanal fel fogjuk hasznalni, hogy

jmax
Zl :jmax _(jmin _1) :jmax _jmin +1’

Jmin

mely Osszefiiggés fennall mind egész, mind félegész j értékekre. Tovabba,

jmax
22] = (jmax _jmin +1)(jmax +jmin) .
jmin
hiszen
Jmax . Jmax . Jmin—1 . 1 . . 1 . .
Z] = Z]_ Z J :_.]max(.]max +1)__( min _I)Jmin =
jmin 1 1 2 2
ly. : ..
= E[.]max (]max +1)_Jmin (]min _1)]

Az is lathaté, hogy az eggyel elébbi felirds szerint az atlag
[(Jimax + Jmin)/ 2 ] szorzddik a tagszammal (/.. — jiin +1)-
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Erdekesség, hogy félegészekre is fenndll ez az Osszefiiggés (bar a
szummazast nem egész indexekre nem szokas értelmezni):

S =S e e D [ G = D+
%;1]_ %J_ gzl ]_§|:.]max ]max+ +Z:‘—E|: Jmin_ ]min+zj‘_
1 ’ by . .
ZE[JmaX(JmaX+1)_]min(]min_1)]
Tehat

jmax (jmax + 1)_jmin (jmin _1)+ (jmax - jmin + 1) = (2J1 + 1)(2]2 + 1)
Helyettesitsiik j..x helyébe j; + j>-t, igy:
Join = J0 73 =21 =i = 1)
Minthogy j ., =0, azt kapjuk, hogy
Junin =11 = Ja|.
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A csatolt és csatolatlan reprezentaciok kozotti 6sszefliggések:

Csatolt reprezentacio Csatolatlan reprezentacié
|f1f2jm) = |(flfz)jm> =|j,m) Ijlml9j2m2> =|jim >|j2m2>
M= My
|jl+j2’j]+j2> lf]jlsfzjz>
m= My — 1
.Ijl+.}.2)jl+j2—1) |J-1J.1’J'2f2—1)
|j1+j2‘19.f1 "'jz_l) ljljl_lsjzfz)
m= My, —2
,jl +f2,j1+j2—2) |J.1f1,f2j2‘2)
i+ J2 =L jy+ = 2) | =L jody 1)
|j1+f2_2’f1+f2_2> |j1j1_2’f2f2>

A Clebsch—Gordan koefficiensek kiszamitdsanak klasszikus €s ujabb
lehetdségei:

e Rekurziv 6sszefliggések: G. Racah, Phys. Rev. 62, 438-440 (1942).

e Csoportelmélet: E. Wigner, Group Theory, Academic: New York,
pp. 184-191.

e Kommutécios szabalyok redukaldsa: J. Schwinger, On Angular
Momentum, Nuclear Development Corporation report NYO-3071,
pp. 21-30.

e R.T.Sharp, Am. J. Phys. 28, 116 (1960).
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Példa palya és spin impulzusmomentumok csatolasara:

Kétatomos molekulak

Feladat: A H atom alap elektronallapota: H 1s, °S. Az oxigén atom alap
elektronallapota: O (1s)*(2s)°(2p)’, °P. Adjuk meg a H,, OH és O, két-
atomos molekuldk Osszes elektronallapotat, melyek a megfeleld alap-
allapot atomokbdl felépithetdk.

Megoldas:

Két atom esetére legyen A = ‘M L tM,,

, tovabba L. és L., valamint

S. és S a megfeleld (Ly,L,) €s (51,5,) parok koziil a nagyobb illetve a ki-

25+1 25+1

sebb érték. Az atomi termek jele ™ L. Az atomi term, L, spin tagja

‘SM S>—ként transzformalodik, mig a térbeli rész ‘LM L>EY v, -kent.

Kétatomos molekuldkra a termek jele *°*'A .

A. Mutassuk meg eldszor, hogy a kiilonb6zé multiplicitdsu Z allapo-
tok szdma Ny =(2S_ +1)2L_ +1), mig az sszes allapot szama ennek

(L. +1)-szerese, azaz N, =(2S_ +1)2L. +1)L, +1).
% allapotot akkor kapunk, ha A=|M,+M,[=0. Barmely L és S

kombindcidra ez mindossze egyszer torténhet meg. Barmely S értékre L
Osszes lehetséges érteke L.+ L_ — (L, —L_)+1=2L_+1, konkrétabban

L=L -L_,L.-L +1,....,L_+L_.
Az § értékek szama 2S_ +1, hiszen

S=8-5.,5 -S_+1..,5. +S_.
Ennek megfelelden az 6sszes T allapot szdma:
Ny =(2S_ +1)2L_ +1)|.
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B. Barmely kombinacidja M, -nek ¢s M, -nek egy meghatarozott A
allapothoz vezet, ahol A = ‘M L, TM,,

Minthogy M, —L_-t6] +L_-ig terjed, mig M, hatarai —L_ ¢és
+ L., igy a A éllapotok teljes szdma
(2L_ +1)2L, +1)

Most vegylik figyelembe a A >0 allapotok degeneraltsagat. E10szor
vonjuk le a nem degeneralt, £ allapotok szdmat, majd osszunk 2-vel

(degeneracios faktor, hiszen A= ‘M L, tM Lz‘ = ‘—M 1, —M,,| azonos
termre vezet, kivéve ha M, = M, =0), majd eredménylinkhdz adjuk

ismételten a ¥ allapotok szamat.
Minden egyes spin allapotra a nem-X allapotok szama
(2L +1)2L, +1)-(2L_+1)=2L_(2L_+1),
mig az 0sszes L termek szdma
2L 2L+ (2L +1)=(2L. +1)L. +1).

A spin allapotok szdmaval ezt megszorozva megkapjuk az Osszes
lehetséges elektronallapot szamat:

Ntotal = (2S< + 1)(2L< + 1)(L> + 1) :

Ugyanakkor azt is felirhatjuk, hogy N, =Ny (L. +1), illetve

N
L, =— 1, azaz ha példaul L, =0, gy N, =Ns, migha L =1,

>
)

ugy N, = 2Ny, stb.
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H, molekula: °S +°S

A= ‘M L, tM Lz‘ = 0, azaz csak X allapotok lehetségesek.
Ny =(2-(1/2)+1)2-0+1)=2. A két lehetséges valasztas: S, —S, =0 és
S, +S, =1. A Wigner—Witmer szabalyok (melyeket szintén az impulzus-

momentum csatolasok szimmetridja alapjan allapitottak meg) szerint a két
lehetséges allapot:

1 r o35+
Y, és X,
0, molekula: *P +°P
A:‘M L + M Lz‘ =0, 1, 2, azaz Z, I1, és A allapotok lehetségesek. A

termek teljes szama: N, =(2-1+1)2-1+1)1+1)=18. A X allapotok
szama: Ny =(2-1+1)2-1+1)=9. S lchetséges értékei: 0, 1, és 2. A
Wigner—Witmer szabalyok alkalmazasaval a lehetséges termek:

g g u g u g
EOVEEED D S § P | L
S5v+ Sv+ S5v-— 5 5 5

>y °zp ’x, I, T, A,

OH molekula: °P + S

A= ‘M L, tM Lz‘ =0 ¢és 1, azaz X és I1 allapotok lehetségesek. A termek

teljes szama: N, =(2-0+1)2-(1/2)+1)1+1)=4. A X allapotok szama:
Ny =(2-0+1)2-(1/2)+1)=2. S lehetséges értékei: 1/2 és 3/2. A
Wigner—Witmer szabalyok alkalmazasaval a lehetséges termek:
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A Wigner-Witmer szabalyok

(1) Ha A pératlan, ugy a ***'A . allapotok szama megegyezik a = ”Au
allapotok szamaval.

(2) Ha A paros, ugy a >°"'A . allapotok szama eggyel nagyobb illetve

eggyel kisebb mint a ***'A_ allapotok szama. Az ‘extra’ ***'A

allapot g illetve u szimmetriaji annak megfeleléen, hogy S paros
vagy paratlan.

(3) Ha S paros, ugy minden X" allapot g és minden X~ allapot u
szimmetriaju.

(4) Ha S paratlan, ugy minden =" allapot u és minden X~ allapot g
szimmetriaju.

g/u: gerade/ungerade az elektronmozgasra vonatkozé hullamfiiggvény
inverzids szimmetridja alapjan (természetesen csak homonukleéris
kétatomos molekulékra, de pl. "*N, és ""N'°N esetére is).

+/—: X allapotoknak a z (molekula) tengelyt magukba foglal6 sikokra vett
tiikkrozéses szimmetriaja
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A Clebsch-Gordan koefficiensekre vonatkozo6 rekurziv dsszefiiggése-
ket kapunk, ha a léptetd operatort ( j, = j,. + j,, ) hattatjuk a CG-koeffi-

cienseket definiald alapegyenletiinkre, mely

‘]m> = ‘jljzjm> = Zc(jljzj;mlmZm)‘ jlml’j2m2>' ©)

my,nmy

A (9) egyenlet bal oldala a kdvetkezOképpen alakul:

jiljsm) =i +1) - m(m£1)]"?

. s 1/2 ‘s . .
=[G +D-mm2D]"* 3 .COyjpssmmym £ 1) jymi, jomsy)
_my,my (10)
A (9) egyenlet jobb oldala a kovetkezdképpen alakul:
Uhe +Ja2s) Zc(jlfzf;mlmzm)UlmlJz"h) =

my iy

Z{ Lfl Uy + 1) —m(m il)]mC(j,jzj;m,mzm)|j,m1 ilsfzmz)"' (11)
my iy

+L12Cn + D)= my Oy £ CGi o Jsmmom) jym, jymy £1)3

jmtl)=

A (10) és (11) egyenletek hasonlo ‘ Jimy, j2m2>-re vonatkozd koefficien-
seit egyenlové téve a kovetkezd Osszefliggéseket kapjuk:

[f(j+1)—m(mil)]”2(f1m1:fzm2 Jjymtl)=
= [jl(jl +1)—m, (m $1)]”2(jlm1 *1,/,m, j’m>+
"‘[fz(fz +1)—m,(m, $l)]la’rz(}]’“‘?"l:J‘z""‘z +1 j,m} (12)

A (12) egyenlet baloldala eltiinik — a felsé eldjel valasztasa esetén —,
amennyiben m = j. Ekkor meg tudjuk hatdrozni a kiilonbozd
< Jimy, jom, | J, j> CG koefficienseket, ha azok ortonormalitasat is figye-

lembe vessziik.
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Hasonl6 meggondolasok alapjan vezette le els6ként Racah (1942-ben)
a Clebsch—Gordan koefficiensek alabbi alakjat:

C(j]jzj;mlmzm) = (jlmlsj2m2 |j3m3> = 5m|+m2,m3 X

(s=2j3)(s—2j,) (s - 2]1)' 12
(2 +1)x G |
x (i +m )Wy = m)(a +my) (i —my) s +m3)l(js —ms)!
_ : -
XZ(_I)V ) V!(jl +j'2 _.}.3 -V)!(jl —m _'V)!(jz +m, -V)!x

1
| (U3 = Jo +my +V)I(J5 — jy —my +v)!

- (13)M
ahol s=j,+j,+j; és a v index mindazon egész értékeken végigfut,
melyekre a faktorialisok nem-negativak.

Alaposabb vizsgalat alapjan megéallapithatnank a CG koefficiensekre
vonatkozo alabbi szimmetria Osszefliggéseket:

(jlml’jsz |j3m3) = ("l)jlﬂz_j3 (jl —my, j,—m, |j3 —m3)

= (=)"Bjymy, jimy | jimy)

| 2J
=(- )n 1[ J3t :l Jymys s — m3|jz—m2>

m | 273 +1 ) :
=(- 1)12+2[2';3 1:\ msa]z’”zlh'”’l) (14)
1
om | 2J
=(-D" {213"‘1} 3’"3,]1 mllhmz)
2
oma | 275 1
=(-1)”" 2|:2j3+1] -m2, J3m3|11ml>
1
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A 3-J SZIMBOLUMOK

A (14) egyenletben megadott szimmetria relaciok Osszességét leg-
egyszeriibben a Clebsch—Gordan koefficiensek egy alternativ felirasa

segitségevel lehet megadni:

(jl J2 o J

m, m, m;

J = (1)) (213 + 1)_1/2<j1m1,j2m2 |j3 —m3> (15)

<j1m1,j2m2|j3m3>E(—l)jl_j2+’"3 (2]3 +1)l/2( J1 J2 3 j (16)

my m, —ny
A (15) egyenlet bal oldalan szerepld mennyiséget nevezziik, mely te-
hat kis mértékben tér csak el a Clebsch—Gordan koefficiensektdl, Wigner-
féle 3-j szimbolumnak. Figyeljiik meg a fenti két egyenletben megjelend

eldjeleket.
A 3-j szimbdélumok tovéabbi fontos tulajdonsaga, hogy az oszlopok
paros szamu transzpozicioja (paros paritdsi permutacidja) a szimbolum

értékét valtozatlanul hagyja,

(jl J2 U j:(h Js Ji J:(ja Jv s j
m, m, m; m, my; m my, m; m,
mig paratlan szd&mu transzpozicidja (paratlan paritdsu permutacidja) a
(=1)*/2*5 faktorral vald szorzassal egyenértékii, csakugy mint az alsd
sorban az 0sszes argumentum negativva tétele.

A 3-j szimbolumok ortogonalitdsi tulajdonsagai nem irhatk fel
annyira egyszertien, mint a Clebsch—Gordan koefficiensre vonatkozodak,

azonban a gyakorlatban inkdbb a 3-j szimbolumok hasznalata terjedt el.

(A szamitogépes algebra programok is ezeket generaljak.)
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TABLE24  Algebraic Expressions for Some Commonly Occurring Clebsch-Gordan

Coefficients (jym,, j; ma|jm)*

Aja =0

(/1 m,0 0>m

(im—=1,11]j; +1 m)
(71 m—1,1 171 m)
(im=1,11]ji =1 m)

{j] m,lGU;+1m)

(/1 m,1 0|7, m)

(/1 m, 1 0]j; — 1 m)

(1 m+ 1,1 ~1]j, + 1 m)
(/1 m+ 1,1 —1|j1 m)

(i1 m+1,1-1{j; ~ 1 m)

= ﬁmlmafl."

(2h+

(.71
(211 + 1)

(Jl m+ 2)
@2+ D)
]}

[+ m+ 7)
| 25+ 1)

_ [U‘; +m)(ji + m+ 1)}*

=th+mHh

- [(J’l
_ [Ul

(27, + 1)(27; +2)

—m+1)]?
2+ 1) ]
—-m)(j;y —m+ 1)t
251(251+ 1) ]
—m+ D(j +m+1)]F
(Tijl +1)(j1 + 1) ]

TG D1d

il

[(h — m)(j; + m)]‘lr
N(2H+1)

(i —m)(Gi—m+ 1) i

L (2Aa+D(25,+2)

Tﬁ—mnh+m+nr

2j](j] + 1)
(1 +m+ 1)y +m)]%
2/1(271+1)
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	Tudjuk, hogy adott j-re   és  . Minthogy  , bármely j-re m maximális értéke   Ez meg egyezik j maximális értékével:
	Kétatomos molekulák
	Két atom esetére legyen  , továbbá L> és L<, valamint S> és S< a megfelelő (L1,L2) és (S1,S2) párok közül a nagyobb illetve a ki sebb érték. Az atomi termek jele 2S+1L. Az atomi term, 2S+1L, spin tagja  -ként transzformálódik, míg a térbeli rész  -ként. Kétatomos molekulákra a termek jele  .

	A. Mutassuk meg először, hogy a különböző multiplicitású ( álla po tok száma  , míg az összes állapot száma ennek  -szerese, azaz  .

	Ugyanakkor azt is felírhatjuk, hogy  , illetve  , azaz ha például  , úgy  , míg ha  , úgy  , stb.
	A Wigner–Witmer szabályok

	A (15) egyenlet bal oldalán szereplő mennyiséget nevezzük, mely te hát kis mértékben tér csak el a Clebsch–Gordan koefficiensektől, Wigner-féle 3-j szimbólumnak. Figyeljük meg a fenti két egyenletben meg jelenő előjeleket.
	A 3-j szimbólumok további fontos tulajdonsága, hogy az oszlopok páros számú transzpozíciója (páros paritású permutációja) a szimbólum értékét változatlanul hagyja,


